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ÒÅÎÐÅÌÈ ÍÀ ÏÈÊÀÐ

Ìàëêà òåîðåìà íà Ïèêàð

Âñÿêà íåêîíñòàíòíà öÿëà ôóíêöèÿ f : C→ C ïðîïóñêà íàé-ìíîãî åäíà
ñòîéíîñò, ò.å. f (C) = C èëè f (C) = C \ {a}.

Ãîëÿìà òåîðåìà íà Ïèêàð çà öåëè ôóíêöèè

Âñÿêà öÿëà ôóíêöèÿ, êîÿòî íå å ïîëèíîì, ïðèåìà âñÿêà ñòîéíîñò ñ
èçêëþ÷åíèå íàé-ìíîãî íà åäíà áåçáðîéíî ìíîãî ïúòè.
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ÐÀÇÊËÎÍÅÍÈ ÑÒÎÉÍÎÑÒÈ ÍÀ ÖÅËÈ ÔÓÍÊÖÈÈ

Äåôèíèöèÿ

Êîìïëåêñíîòî ÷èñëî a ñå íàðè÷à ðàçêëîíåíà ñòîéíîñò íà öÿëàòà
ôóíêöèÿ f , àêî âñè÷êè êîðåíè íà óðàâíåíèåòî f (z) = a ñà êðàòíè, ò.å.
îò f (z) = a ñëåäâà, ÷å f ′(z) = 0.

Îñíîâíè ôàêòè

Âñåêè ïîëèíîì èìà íàé-ìíîãî åäíà ðàçêëîíåíà ñòîéíîñò.

Âñÿêà öÿëà ôóíêöèÿ èìà íàé-ìíîãî äâå ðàçêëîíåíè ñòîéíîñòè.
Àêî f èìà äâå ðàçêëîíåíè ñòîéíîñòè a è b, òî âñÿêî îò
óðàâíåíèÿòà f (z) = a è f (z) = b èìà ïîíå åäèí êîðåí ñ êðàòíîñò 2.

Àêî öÿëà ôóíêöèÿ ïðîïóñêà ñòîéíîñò, òî òÿ íÿìà ðàçêëîíåíà
ñòîéíîñò.
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ÌÀËÊÀ ÒÅÎÐÅÌÀ ÍÀ ÏÈÊÀÐ ÇÀ ÌÀÒÐÈÖÈ

Àêî f (z) =
∑∞

k=0
akz

k è A ∈ Mn(C), ïîëàãàìå f (A) =
∑∞

k=0
akA

k .
Íåêà Ea å ìíîæåñòâîòî íà ìàòðèöèòå îò Mn(C) ñ ïîíå åäíà ñîáñòâåíà
ñòîéíîñò a è Sa ⊂ Ea å ìíîæåñòâîòî íà ìàòðèöèòå, ÷èèòî Æîðäàíîâè ôîðìè
èìàò íåòðèâèàëåí áëîê, îòãîâàðÿù íà a.

Òåîðåìà

Íåêà f : C 7→ C å íåêîíñòàíòíà öÿëà ôóíêöèÿ.
(i) Àêî f ïðîïóñêà a, òî f (Mn(C)) = Mn(C) \ Ea.
(ii) Àêî f ïðèåìà âñè÷êè ñòîéíîñòè è íÿìà ðàçêëîíåíà ñòîéíîñò, òî
f (Mn(C)) = Mn(C).
(iii) Àêî f èìà åäíà ðàçêëîíåíà ñòîéíîñò a, òî f (Mn(C)) = Mn(C) \S f

a , êúäåòî
∅ 6= S f

a ⊂ Sa. Îñâåí òîâà, S f
a = Sa òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî âñåêè êîðåí

íà óðàâíåíèåòî f (z) = a èìà êðàòíîñò ïîíå n. Â ÷àñòíîñò, S f
a = Sa ïðè n = 2.

(iv) Àêî f èìà äâå ðàçêëîíåíè ñòîéíîñòè a è b, òî
f (Mn(C)) = Mn(C) \ (S f

a

⋃
S f
b ), êúäåòî ∅ 6= S f

a ⊂ Sa è ∅ 6= S f
b ⊂ Sb. Îñâåí

òîâà, S f
a = Sa è S f

b = Sb ïðè n = 2, äîêàòî S f
a 6= Sa è S f

b 6= Sb ïðè n ≥ 3.
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ÏÐÈÌÅÐÈ

Ïðèìåð 1

Âñåêè ïîëèíîì îò âòîðà ñòåïåí èìà åäíà ðàçêëîíåíà ñòîéíîñò.
Ïîëèíîìúò P(z) = zk(z − 1) (k ≥ 2) íÿìà ðàçêëîíåíà ñòîéíîñò.

Ïðèìåð 2

Ôóíêöèÿòà f (z) = ez + a ïðîïóñêà ñàìî a.

Ïðèìåð 3

Ôóíêöèÿòà f (z) = zez ïðèåìà âñÿêà ñòîéíîñò è íÿìà ðàçêëîíåíà ñòîéíîñò.

Ïðèìåð 4

Ôóíêöèÿòà f (z) = zkecz + a (k ≥ 2) èìà åäíà ðàçêëîíåíà ñòîéíîñò è òÿ å a.

Ïðèìåð 5

Ôóíêöèÿòà f (z) = (a− b) cos z + a+ b èìà äâå ðàçêëîíåíè ñòîéíîñòè 2a è 2b.
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