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Âñÿêà Ëîðåíöîâà ïîâúðõíèíà â R
n

k

ïðèòåæàâà

Èçîòåðìè÷íè è èçîòðîïíè ëîêàëíè êîîðäèíàòè

I = E (du2 − dv

2) ; I = 2Fdt

1

dt

2

.

t

1

= u + v ; t

2

= u − v .

Â ðàáîòàòà

Kanhev K.; Kassabov O.; Milousheva V., Expliit solving of

the system of natural PDEs of minimal Lorentz surfaes in R
4

2

,

Journal of Mathematial Analysis and Appliations 510(1), (2022),

çà äàäåíà ìèíèìàëíà Ëîðåíöîâà ïîâúðõíèíà â R
4

2

îò îáù òèï

ñà âúâåäåíè êàíîíè÷íè èçîòðîïíè êîîðäèíàòè.
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Ìèíèìàëíè Ëîðåíöîâè ïîâúðõíèíè è èçîòðîïíè êðèâè

Íåêà M = (D, x) å ìèíèìàëíà Ëîðåíöîâà ïîâúðõíèíà,

çàäàäåíà ñ èçîòðîïíè êîîðäèíàòè.

Ìèíèìàëíà Ëîðåíöîâà ïîâúðõíèíà

x(t
1

, t
2

) =
α
1

(t
1

) + α
2

(t
2

)

2

,

êúäåòî (α
1

, α
2

) ñà äâîéêà èçîòðîïíè êðèâè, à (t
1

, t
2

) ñà äâîéêà

èçîòðîïíè êîîðäèíàòè çà M. (α′2

1

= 0; α′2

2

= 0).

Êàíîíè÷íè èçîòðîïíè êîîðäèíàòè

α
′′2

1

= ±1 ; α
′′2

2

= ±1 .
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Íåêà M å ìèíèìàëíà Ëîðåíöîâà ïîâúðõíèíà îò îáù òèï â R
4

2

,

çàäàäåíà ñ êàíîíè÷íè èçîòðîïíè êîîðäèíàòè.

Çà ñúîòâåòíèòå íà M èçîòðîïíè êðèâè α
1

è α
2

å â ñèëà:

α
′

i

=

(

ω
i

2

g

i

h

i

+ 1

√

|g ′

i

h

′

i

|
,

ω
i

2

g

i

h

i

− 1

√

|g ′

i

h

′

i

|
,

ω
i

2

h

i

− g

i

√

|g ′

i

h

′

i

|
,

ω
i

2

h

i

+ g

i

√

|g ′

i

h

′

i

|

)

,

êúäåòî: i = 1; 2; ω
i

= ±1, à (g
i

, h
i

) ñà äâå äâîéêè ãëàäêè ðåàëíè

�óíêöèè, òàêèâà ÷å:

Ôóíêöèèòå (g
i

, h
i

) óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèÿòà:

g

′

1

h

′

1

6= 0 ; g

′

2

h

′

2

6= 0 ; g

1

(t
1

) 6= g

2

(t
2

) ; h

1

(t
1

) 6= h

2

(t
2

) .
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4
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Äâå èçîòðîïíè êðèâè α̂ è α ñà ñâúðçàíè ñúñ ñîáñòâåíî

äâèæåíèå â R
4

2

îò âèäà: α̂(t) = Aα(t) + b, êúäåòî

A ∈ SO(2, 2, R) è b ∈ R
4

2

, òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî:

(ĝ , ĥ) è (g , h) ñà ñâúðçàíè ñ äðîáíî-ëèíåéíè �óíêöèè:

ĝ =
a

1

g + b

1



1

g + d

1

; ĥ =
a

2

h + b

2



2

h + d

2

;
a

1

, b
1

, 
1

, d
1

, a
2

, b
2

, 
2

, d
2

∈ R ;
a

1

d

1

− b

1



1

= a

2

d

2

− b

2



2

= ±1 .

Äåòåðìèíàíòèòå íà äðîáíî-ëèíåéíèòå �óíêöèè ñà ðàâíè íà

"+1"ïðè îðòîõðîííè äâèæåíèÿ è ñúîòâåòíî ñà ðàâíè íà

"−1"ïðè íåîðòîõðîííè äâèæåíèÿ.
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Îáùî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà åñòåñòâåíè ×ÄÓ íà

ìèíèìàëíèòå Ëîðåíöîâè ïîâúðõíèíè â R
4

2

Íåêà K è κ ñà ñúîòâåòíî �àóñîâàòà êðèâèíà è êðèâèíàòà íà

íîðìàëíàòà ñâúðçàíîñò (íîðìàëíàòà êðèâèíà).

Ôîðìóëè çà K è κ â êàíîíè÷íè èçîòðîïíè êîîðäèíàòè:

K =
8

√

|g ′

1

h

′

1

g

′

2

h

′

2

|

|(g
1

− g

2

)(h
1

− h

2

)|

(

g

′

1

g

′

2

(g
1

− g

2

)2
+

h

′

1

h

′

2

(h
1

− h

2

)2

)

;

κ =
8

√

|g ′

1

h

′

1

g

′

2

h

′

2

|

|(g
1

− g

2

)(h
1

− h

2

)|

(

g

′

1

g

′

2

(g
1

− g

2

)2
−

h

′

1

h

′

2

(h
1

− h

2

)2

)

,

êúäåòî (g
i

, h
i

) ñà äâåòå äâîéêè ãëàäêè ðåàëíè �óíêöèè,

ó÷àñòâàùè â êàíîíè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå íà Âàéåðùðàñ.
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|
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i

2
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2
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|
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i
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i

|

)

; ω
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= ±1 ,

êúäåòî g

i

; i = 1; 2 ñà äâå ãëàäêè ðåàëíè �óíêöèè, òàêèâà ÷å:

Ôóíêöèèòå g

i

óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèÿòà:
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3
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Äâå èçîòðîïíè êðèâè α̂ è α ñà ñâúðçàíè ñúñ äâèæåíèå

(âúçìîæíî íåñîáñòâåíî) â R
3
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îò âèäà: α̂(t) = Aα(t) + b, êúäåòî

A ∈ SO(2, 1, R) è b ∈ R
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, òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî:

ĝ è g ñà ñâúðçàíè ñ äðîáíî-ëèíåéíè �óíêöèè:

ĝ =
ag + b

g + d

;
a, b, , d ∈ R ;
ad − b = ±1 .

Äåòåðìèíàíòèòå íà äðîáíî-ëèíåéíàòà �óíêöèÿ å ðàâíà íà

"+1"ïðè ñîáñòâåíè îðòîõðîííè è íåñîáñòâåíè íåîðòîõðîííè

äâèæåíèÿ, à ñúîòâåòíî å ðàâíà íà "−1"ïðè ñîáñòâåíè

íåîðòîõðîííè è íåñîáñòâåíè îðòîõðîííè äâèæåíèÿ.
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Ñúîòâåòñòâèå ìåæäó èçîòðîïíèòå êðèâè â R
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3

1

Íåêà α å èçîòðîïíà êðèâà â R
4

2

ñ åñòåñòâåí ïàðàìåòúð.

α èìà ïðåäñòàâÿíå íà Âàéåðùðàñ îò âèäà:

α
′ =

(

ω

2

gh + 1

√

|g ′
h

′|
,

ω

2

gh − 1

√

|g ′
h

′|
,

ω

2

h − g

√

|g ′
h

′|
,

ω

2

h + g

√

|g ′
h

′|

)

,

êúäåòî (g , h); g ′
h

′ 6= 0 ñà äâå ãëàäêè ðåàëíè �óíêöèè, à ω = ±1.
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Îò �óíêöèèòå g è h ïîëó÷àâàìå äâå èçîòðîïíè êðèâè â R
3

1

.

α
g

è α
h

èìàò ïðåäñòàâÿíå íà Âàéåðùðàñ îò âèäà:

α
′

g

=

(

ω
g

2

g

2 + 1

|g ′|
,

ω
g

2

g

2 − 1

|g ′|
, ω

i

g

|g ′|

)

; ω
g

= ±1 ,

α
′

h

=

(

ω
h

2

h

2 + 1

|h′|
,

ω
h

2

h

2 − 1

|h′|
, ω

i

h

|h′|

)

; ω
h

= ±1 .

Òàêà íà âñÿêà íåèçðîäåíà èçîòðîïíà êðèâà â R
4

2

ñúïîñòàâèõìå

äâå íåèçðîäåíè èçîòðîïíè êðèâè â R
3

1

, îïðåäåëåíè ñ òî÷íîñò äî

íåñîáñòâåíî äâèæåíèå.
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Ìèíèìàëíè Ëîðåíöîâè ïîâúðõíèíè â R
4

2
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3

1

Ñâîéñòâà íà ñúîòâåòñòâèåòî ìåæäó èçîòðîïíèòå êðèâè

Ïîëó÷åíîòî èçîáðàæåíèå ùå îçíà÷àâàìå íàêðàòêî:

α → (α
g

, α
h

) .

Ñúîòâåòñòâèåòî å èíâàðèàíòíî ïðè ñîáñòâåíî äâèæåíèå â R
4

2

è

ïðè ñìÿíà íà ïàðàìåòúðà.

Àêî α̂ ñå ïîëó÷àâà îò α ÷ðåç íåñîáñòâåíî äâèæåíèå â R
4

2

, òî:

α̂ → (α
h

, α
g

) .

Àêî α̂ ñå ïîëó÷àâà îò α ÷ðåç àíòèèçîìåòðèÿ â R
4

2

, òî:

α̂ → (α
g

, α−h

) .
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Ìèíèìàëíè Ëîðåíöîâè ïîâúðõíèíè â R
4

2
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Ñúîòâåòñòâèå ìåæäó ìèíèìàëíèòå Ëîðåíöîâè

ïîâúðõíèíè â R
4

2

è R
3

1

Íåêà M å ìèíèìàëíà Ëîðåíöîâà ïîâúðõíèíà îò îáù òèï â R
4

2

,

çàäàäåíà ñ êàíîíè÷íè èçîòðîïíè êîîðäèíàòè.

x(t
1

, t
2

) =
α
1

(t
1

) + α
2

(t
2

)

2

.

α
1

→ (α
1g

, α
1h

) ; α
2

→ (α
2g

, α
2h

) .

x

g

=
α
1g

+ α
2g

2

; x

h

=
α
1h

+ α
2h

2

.

Òàêà ïîëó÷àâàìå äâå ìèíèìàëíè Ëîðåíöîâè ïîâúðõíèíè îò

îáù òèï M
g

è M
h

â R
3

1

.
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Ìèíèìàëíè Ëîðåíöîâè ïîâúðõíèíè â R
4

2

è R
3

1

Êðàñèìèð Êúí÷åâ, Îãíÿí Êàñàáîâ

Âúâåäåíèå Ìèíèìàëíè Ëîðåíöîâè ïîâúðõíèíè â R
4

2

è R
3

1

Ìèíèìàëíè Ëîðåíöîâè ïîâúðõíèíè â R
4

2

è R
3

1

Ñâîéñòâà íà ñúîòâåòñòâèåòî ìåæäó ìèíèìàëíèòå

Ëîðåíöîâè ïîâúðõíèíè

Ïîëó÷åíîòî èçîáðàæåíèå ùå îçíà÷àâàìå íàêðàòêî:

M → (M
g

,M
h

) .

Ñúîòâåòñòâèåòî å èíâàðèàíòíî ïðè ñîáñòâåíî äâèæåíèå â R
4

2

è

ïðè ñìÿíà íà êîîðäèíàòèòå.

Àêî M̂ ñå ïîëó÷àâà îò M ÷ðåç íåñîáñòâåíî äâèæåíèå â R
4

2

, òî:

M̂ → (M
h

,M
g

) .

Àêî M̂ ñå ïîëó÷àâà îò M ÷ðåç àíòèèçîìåòðèÿ â R
4

2

, òî:

M̂ → (M
g

,M−h

) .
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Ìèíèìàëíè Ëîðåíöîâè ïîâúðõíèíè â R
4

2

è R
3

1

Êðàñèìèð Êúí÷åâ, Îãíÿí Êàñàáîâ

Âúâåäåíèå Ìèíèìàëíè Ëîðåíöîâè ïîâúðõíèíè â R
4

2

è R
3

1

Ìèíèìàëíè Ëîðåíöîâè ïîâúðõíèíè â R
4

2

è R
3

1

Âðúçêà ìåæäó êðèâèíèòå K è κ íà M â R
4

2

è êðèâèíèòå

K

g

è K

h

íà M
g

è M
h

â R
3

1

.

Ïðè óñëîâèå |K | > |κ| ⇐⇒ α′′

1

2

α′′

2

2

> 0, à η = signK :

K = η
4

√

|K
g

K

h

|

√

|K
g

| +
√

|K
h

|

2

; κ = η
4

√

|K
g

K

h

|

√

|K
g

| −
√

|K
h

|

2

.

Ïðè óñëîâèå |K | < |κ| ⇐⇒ α′′

1

2

α′′

2

2

< 0, à η = signκ :

K = η
4

√

|K
g

K

h

|

√

|K
g

| −
√

|K
h

|

2

; κ = η
4

√

|K
g

K

h

|

√

|K
g

| +
√

|K
h

|

2

.
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Áëàãîäàðÿ!
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